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Hoofdstuk 13: Afgeleide en tweede afgeleide

13.1 De tweede afgeleide

Opgave 1:
a.

b. f is dalend op  3, en  ,2
f is stijgend op  2,3
toenemende stijging op  2

1,3
afnemende stijging op  2,2

1

c. 6)( 2  xxxf

d. 2
1

2
23  

Px
e. bij 2

1Px gaat de grafiek over van een toenemende stijging in een afnemende stijging

Opgave 2:
a.

b. 3x
c. )1,3( 2

1
d. onder

boven
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Opgave 3:
Bij )2ln,1( gaat de grafiek over van een toenemende daling in een afnemende daling.

Bij )2ln,1( gaat de grafiek over van een toenemende stijging in een afnemende stijging.

Opgave 4:
a. 3

3
14

12
1)( xxxf 

23
3
1)( xxxf 

02)( 2  xxxf
0)2(  xx

20  xx
buigpunten: )0,0( en )1,2( 3

1
b. 0)0( f dus in )0,0(

Opgave 5:
xexxf )(

xxx exexexf  )1(1)(
0)2()1(1)(  xxxxxx exexeeexexf

02  xex (k.n.)

2
12)2(
e

ef  

2
222)2(

e
ef  

bxyk
e

 2
1: door ),2( 2

2
e



b
ee
 22

22

2
4

e
b 

22
41:

ee
xyk 

Opgave 6:
a. 5552)( 234

4
1

5  xxxxxf

5106)( 23
5  xxxxf

010123)( 2
5  xxxf

24D dus twee oplossingen, dus de grafiek van f heeft twee buigpunten
b. 5562)( 234

4
1

6  xxxxxf

5126)( 23
6  xxxxf

012123)( 2
6  xxxf

0D dus één oplossing
voor iedere x geldt dat 0)(6  xf dus er is geen buigpunt

c. de grafiek van een willekeurige vierdegraads functie heeft als tweede afgeleide een
tweedegraads functie
dus 0)( 2  cbxaxxf
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als 0D dan heeft de grafiek
van f  twee extremen dus heeft
de grafiek van f twee buigpunten

als 0D dan heeft de grafiek
van f  geen extremen dus heeft
de grafiek van f geen buigpunten

als 0D dan heeft de grafiek
van f  geen extremen dus heeft
de grafiek van f geen buigpunten

Opgave 7:
10)( 2

4
334  xpxxxf p

xpxxxf p 2
123 134)( 

01612)( 2
12  pxxxf p

07236 2  pD
7236 2 p

22 p

22  p

Opgave 8:

a.
x

x
xf

ln105
)(




0
ln105ln105101)ln105(

10

)( 222 









x

x
x

x
x

x
x

x
xf

0ln105  x
5ln10  x

2
1ln x

eex  2
1

e
y

10


]
10

,
e

B f 

b. 0
ln2020ln2010102)ln105(

10

)( 444

2











x

xxx
x

xxxx
x

xx
x

x
xf

0ln2020  xxx
0)ln1(20  xx
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0x (k.n.) 1ln  x
ex 

ey 15
dus het buigpunt is het punt ),( 15

ee

Opgave 9:
a. 3ln2ln)( 2  xxxf

0)1(lnln2)( 221  xxxf xxx

1ln02  xx

k.n. eex 11  

4y
top )4,(1 e

b. 0
ln222ln212

)1(ln
2

)( 22222 









x

x
xxx

x
xx

x
x

xf

0ln x
10  ex

3)1(  fy
2)1( f

bxy  2 door )3,1( 
b 23

5b
52  xy

c. xxxxF 3ln)( 2 

)(3ln2ln3
1

ln2ln1)( 22 xfxx
x

xxxxF 

03ln2ln 2  xx
0)1)(ln3(ln  xx

1ln3ln  xx
exex

e
 

3
13

vlakdeel V ligt onder de x-as , dus:

333
3
1

3
1

63922 2))(3(]3ln[)3ln2(ln)(
eee

e
e

eeexxxdxxxVOpp
e

e

 

Opgave 10:

a.
3

24
1

6)( xexxf 
3

24
13

24
13

24
1

)6(66)( 3
4
32

8
1 xxx exxexexf  

06
3

24
1

3
4
3   xex

83 x k.n.
2x

b. 2
8
13

4
32

4
9

3
24
13

24
1

)6()( xexexxf xx  

3
24
13

24
13

24
1

5
32
32

4
32

4
9 xxx exexex  
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0)3(
3

24
1

5
32
32   xexx

003
3

24
1

5
32
32   xexx

0)1(3 3
32
12  xx k.n.

10 3
32
1  xx

320 3  xx
3 320  xx

dus voor de top geldt: 3 32x
c. 6)0( f

dus 06  aa

Opgave 11:
)(sin4)( 2 xxf 

)2sin(4)cos()sin(8)( xxxxf 
0)2cos(82)2cos(4)(  xxxf

0)2cos( x
  kx 2

12
 2

1
4
1  kx
4

1x 4
3x

2y 2y
4)( 4

1  f 4)( 4
3  f

bxy  4 door )2,( 4
1  bxy  4 door )2,( 4

3
b 2 b 32
 2b 32 b

 24xy 324  xy

Opgave 12:

a.
a

Db
x

21


 en
a

Db
x

22




a
b

a
b

a
Db

a
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xx 









2
2

2221

b. 023)( 2  cbxaxxf dus
a
b

xx BA 3
2

 (zie opgave a)

026)(  baxxf
bax 26 

a
b

a
b

x
36

2


C
BA x

a
ba

b
xx







32
3
2
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c.
a
b

x
3

 als 0a (zie opgave b)
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13.2 Toepassingen van de tweede afgeleide

Opgave 13:
a. 28,008,00012,0 2  ttdt

dC

b. dt
dC geeft de verandering van de concentratie op een tijdstip

c.   008,00024,0  tdt
dC

08,00024,0  t

3
133t

Opgave 14:
tt eeT 2,02,0 162,080  

tt eeT 2,02,0 2,32,016  
voor iedere t geldt dat 0T en 0T dus er is sprake van een afnemende daling

Opgave 15:
a. 50100

201,0  te
neem

201,0
1 100 xey  en 502 y

intersect geeft 33,8x dus na 500 seconden

b.
22 01,001,0 202,0100 tt etteV  

teteV tt 02,022
22 01,001,0  

22 01,0201,0 04,02 tt ete  

0)04,02(
201,02   tet

0204,0
201,02   tet

502 t k.n.
50t dus na 424 seconden

c. 5,0502)50(  eV

dus 5,001,0 502
2   eetV t

neem
201,0

1 2 xexy  en 5,0
2 50  ey

intersect geeft: 588,13x dus dat is na 815 seconden
dus 391424815  seconden na het in opgave b genoemde tijdstip

Opgave 16:
a. 0)3,0( 25,01,0 23

  tteN tt

03,00 25,01,0 23

 tte tt

k.n. 0)13,0(  tt
13,00  tt

3
13t

dus na 80243 3
1  uur

b. neem
23 5,01,02

1 )3,0( xxexxy 
de optie maximum geeft: 41,2x en 0,3y
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dus na 582441,2  uur
de snelheid is dan 3 miljard per dag = 125 miljoen per uur

c. 100 uur is 6
14t

4,4)4( 6
1 N miljard per dag = -3074 duizend per minuut

d. 110 uur is 12
74t

012,4)4( 12
7 N

)1,03,0()3,0()16,0( 25,01,025,01,0 2323

ttettetN tttt  

089,2)4( 12
7 N dus afnemend dalend

Opgave 17:
158)5)(3()( 2422  xxxxxf

xxxf 164)( 3 

1612)( 2  xxf
4)1( f dus er is sprake van een toenemende daling

Opgave 18:

1
12

)( 2 



x

x
xf

22

2

22

22

22

2

)1(
222

)1(
2422

)1(
2)12(2)1(

)(














x
xx

x
xxx

x
xxx

xf

42

2222

)1(
2)1(2)222()24()1(

)(





x
xxxxxx

xf

32

22

)1(
)222(4)24)(1(





x

xxxxx

1,0)3( f en 02,0)3( f dus een toenemende daling
2)0( f en 2)0( f dus een afnemende stijging

5,0)1( f en 5,0)1( f dus een toenemende daling

Opgave 19:

a. s
m

ss
9,0

2
3,01,2

13
)1()3(








b. 1,04,0  tsv
c. s

mv 7,1)4( 

s
mv 1,2)5( 

d. s
m4,0

s
mvv 4,01,25,2)5()6( 

e. 4,0v dus de verandering van de snelheid is constant

Opgave 20:
Op het moment dat de versnelling 0 is, verandert de snelheid niet meer, dus dan is de snelheid
maximaal.
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Opgave 21:
a. 5040)300( s m

b. u
km

s
m

gem
ss

v 608,16
300

5040
300

)0()300(





c. u
km

s
mv 8423)166( 3

1
3
2 

Opgave 22:

a. u
km

s
m

gem
ss

v 262,7
600
4320

600
)0()600(






b. ttv 072,000012,0 2 
0072,000024,0  tv

072,000024,0  t
300t

c. 0v voor 300t
u

km
s

mv 398,10)300( 
d. 02,0072,000024,0  tv

052,000024,0  t

3
2216t

Opgave 23:
a. 1125)50( s m
b. 40009,0)( 2  tttv

01018,0)(  ttv
1018,0 t

6,55t dus de snelheid neemt af tot 6,55t
c. 01018,0)(  ttv geeft 9

555t

u
km

s
mv 4412)55( 9

2
9
5 

d. 2000)100( s
dus s

m
gemv 20100

2000 

2040009,0 2  tt
neem 40009,0 2

1  xxy en 202 y
intersect geeft 0,852,26  xx
dus op 26t en 85t is de snelheid gelijk aan de gemiddelde snelheid op de eerste 100
seconden

e. 2,01018,02,0  t
2,1018,08,0  t

3
2

9
4 6644  t

dus gedurende 224466 9
4

3
2  seconden

Opgave 24:
a. tttstv 12)()( 2 

122)()(  ttvta
b. )()( tAtv  dus je moet de formule van )(ta primitiveren
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ctttv  101)( 2
2
1

je weet de constante c nog niet

Opgave 25:
a. de versnelling is gemiddeld: 25,255,0 s

m
de versnelling duurt 10 seconden, dus de snelheid neemt toe van 0 tot s

m255,210 
25510)( 2

1 WOpp
dus )10()( vWOpp 

b. 5)( 2
1  tta

25510)( 2
1 WOpp

tttv 5)( 2
4
1 

)(25)10( WOppv 
c. nee, want 27)10( v

Opgave 26:
a. ttta 6)( 2 

23
3
1 3)( tttv 

s
mv 36)6( 

b. 34
12
1)( ttts 

108)6( s m
c. 252364108364)6()10(  ss m
d. 500)6(36108  t

50021636108  t
60836 t

9
816t

Opgave 27:
a. s

m
u

km 2072 
20)0( v en 0)( rtv

b. 30202
1  rt

3010 rt
3rt sec

Opgave 28:
a. s

m
u

km 30108 
remweg 9063030 2

1
2
1  rt m

b. 60302
1  rt

6015 rt
4rt sec

Opgave 29:
a. s

m
u

km 1554 
75,0152

1  rt
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75,05,7 rt
1,0rt sec

b. 15)0( v en 0)1,0( v
1501,0

15  



t
vrc

tv 15015 
150a

dus 15 keer de valversnelling g

Opgave 30:
a. s

m
u

km 1036 
10bv dus tsb 10

5,1aa dus tva 5,1 dus 275,0 tsa 

ba ss  dus tt 1075,0 2 
1075,00  tt

3
1130  tt

dus na 3
113 sec

b. u
km

s
mv 7220135,1)13( 3

1
3
1 
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13.3 Raaklijnen aan grafieken

Opgave 31:

a.
p

e
x
y

rc
p

k 





b. p
k epfrc  )(

c. p
p

e
p

e


1
1

0 
p

e p

k.n. 1p
ef  )1(

xeyk :

Opgave 32:
a. )( pfrcm 

p
p

x
y

rcm
ln







b.
x

xf
1

)( 

p
p

p
ln1



1ln p
ep 

eef 1)( 

xym e  1:

Opgave 33:
xxf )(

x
xf

2
1

)( 

4
)(

)(



x

xf
xf geeft:

42
1




x
x

x
42  xx

4x
)2,4(B

4
1)4( f

bxyk  4
1: door )2,4(

b 12
1b

1: 4
1  xyk
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Opgave 34:
a. 1)( 2  xxf

xxf 2)( 

x
xf

xf
)(

)(  geeft
x

x
x

1
2

2 


12 22  xx
12 x

11  xx
2)1( f 2)1( f

xy 2 xy 2

b.
1
1

2
2





x

x
x

1)1(2 2  xxx
122 22  xxx

0122  xx

2
222

2
82 



x

2121  xx

Opgave 35:

a.
x

x
xf

ln22
)(




0
ln2ln2221)ln22(

2

)( 222 









x

x
x

x
x

x
x

x
xf

0ln x
1x
2y

]2,fB

b. 0
ln422ln2

2

)( 44

2











x

xxx
x

xx
x

x
xf

0ln42  xxx
0)ln21(2  xx

1ln20  xx
k.n. 2

1ln x

ex 

e
y 3

het buigpunt is ),( 3
e

e

c.
x
xf

xf
)(

)( 

22

ln22ln2
x

x
x

x 



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xx ln22ln2 
2ln4  x

2
1ln x

e
ex 12

1

 

ef
e
 )( 1

xeyk :
d. ea 0

Opgave 36:
a. xexxf )12()( 

0)32()12(2)(  xxx exexexf
0032  xex (k.n.)

32 x

2
11x

ee
ey 21

2
1

2  

  ,[ 2
eefB

0)52()32(2)(  xxx exexexf
0052  xex (k.n.)

52 x

2
12x

ee
ey 2

2
1

424  

buigpunt ),2( 2
4

2
1

ee


b.
x
xf

xf
)(

)( 

x
ex

ex
x

x )12(
)32(




xx exexx )12()32( 
012)32(  xexxx (k.n.)

1232 2  xxx
012 2  xx
02

1
2
12  xx

0))(1( 2
1  xx

2
11  xx

eef 11)1(   eef 44)( 2
1

2
1 

xy e
1 xey  4

c. eaa e 40 1 

d.
1

1)(
)(





x
xf

xf
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1
1)12(

)32(





x
ex

ex
x

x

neem xexy )32(1  en
1

1)12(
2 




x
ex

y
x

intersect geeft: 75,0x dan 24,0y

Opgave 37:
a. xxxxf  ln)(

x
x

xxxf ln1
1

ln1)( 

x
exf

xf
2)(

)(




x
exxx

x
2ln

ln




2lnln exxxxx 
2ex 

2)( 2  ef
bxy  2 door ),0( 2e

2eb 
22 exy 

b. als 1ln)(  xxf
ex 
0y

raaklijn: bxy  door )0,(e
be 0

eb 
exy 

1By dus ex 1
1 ex

als 0ln)(  xxf
1x

1y
raaklijn is 1y

1By dus 1x
dus 11  eb

c.
3
)(

)(



x

xf
xf

3
ln

ln




x

xxx
x

neem xy ln1  en
3

ln
2 




x
xxx

y

intersect geeft 54,486,1  xx
raaklijn m: 62,0)86,1( f raaklijn n: 51,1)54,4( f

bxy  62,0 door )0,3( bxy  51,1 door )0,3(
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b 86,10 b 54,40
86,1b 54,4b
86,162,0:  xym 54,451,1:  xyn

Opgave 38:
a. xxexf  1)(

xxx exexexf   111 )1(1)(
0)2()1(1)( 111111   xxxxxx exxeeeexexf

02 1  xex (k.n.)

eefy 212)2(  

eef 11)2(  

bxy e  1 door ),2( 2
e

bee  22

eb 4

ee xy 41 
snijpunt met x-as: 041  ee x

ee x 41 
4x

dus )0,4(A
als 4p dan kun je door het punt )0,( p geen raaklijn tekenen aan de grafiek van f.
als 4p dan kun je door het punt )0,( p twee raaklijnen tekenen aan de grafiek van f
namelijk één aan de bovenkant en één aan de onderkant.

4p is de overgangssituatie van geen naar twee raaklijnen.
b. de lijn )( 2

1 xay gaat altijd door het punt )0,( 2
1

voor de raaklijn aan de grafiek van f die door het punt )0,( 2
1

gaat geldt:
2
1

)(
)(




x
xf

xf

2
1

1
1)1(







x
xe

ex
x

x

xx xeexx   11
2
1 ))(1(

xxxe x  ))(1(0 2
11

k.n. xxx  2
1

2
12

02
1

2
12  xx

0))(1( 2
1  xx

2
11  xx

22)1( ef  eef 2
1

2
1

2
1 2

1

)( 

dus 2
2
1 20 eaeaa 
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Opgave 39:
a. de x-as is raaklijn en de twee

getekende raaklijnen in de
figuur hiernaast

b. door punt B kun je maar één
raaklijn tekenen, namelijk de
x-as
door punt C kun je geen raaklijnen
tekenen
door punt D kun je twee raaklijnen
tekenen
door punt E kun je één raaklijn
tekenen

c. de x-as is raaklijn aan de grafiek van f
er zijn drie punten op de x-as te vinden
van waaruit je twee raaklijnen aan de
grafiek van f kunt tekenen
het eerste punt is )0,0(O
het tweede punt is punt P, wat het
snijpunt is van de (linker) buigraaklijn
met de x-as
het derde punt is punt Q wat het
snijpunt is van de (rechter) buigraaklijn
met de x-as

d. ja, dat is punt R wat het snijpunt is van de
(rechter) buigraaklijn met de positieve y-as
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13.4 Raken en loodrecht snijden

Opgave 40:
a. 35,1115,0)1( 2 f

3141)1( 2 g
b. 1)(  xxf

2)1( f
12:  xyk door )3,1(

b 23
1b

12  xy
42)(  xxg

2)1( g
bxyl  2: door )3,1(

b 23
1b

12  xy
c. punt A is het raakpunt van f en g

Opgave 41:
De grafieken van f en g hebben in het punt met 3x dezelfde helling maar de grafieken
snijden elkaar niet.

Opgave 42:
a. 283)( 2  xxxf

112)(  xxg
)()( xgxf  geeft: 112283 2  xxx

0963 2  xx
0322  xx

0)1)(3(  xx
13  xx

8)1(4)3(  ff
40)1(4)3(  gg

dus de grafieken van f en g raken elkaar in het punt )4,3(
b. 5)3( f

bxy  5 door )4,3(
b 154

19b
195  xy

Opgave 43:
Met de GR krijg je het vermoeden dat het raakpunt het punt )2,1( is.

2)1( f en 2)1( g

62
1

2
622

1
)(







xx
xf dus 2

1)1( f
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2
122)(  xxg dus 2

1)1( g
dus de grafiekem van f en g raken elkaar in het punt )2,1(

Opgave 44:

222 )52(
20

)52(
8208

)52(
244)52(

)(












xx
xx

x
xx

xf

52)(  xxg

)()( xgxf  geeft: 52
)52(

20
2 


x

x

20)52( 3 x
3 2052 x

3 2052 x
3

2
1

2
1 202 x

684,1)202( 3
2
1

2
1 f

658,1)202( 3
2
1

2
1 g

dus de grafieken van f en g raken elkaar niet

Opgave 45:
a. xexf  )(

2)(  xexg
)()( xgxf  geeft: 2 xx ee

2 xx
22 x

1x
2)1(  ef

222)1(  eeeg
dus de grafieken van f en g raken elkaar in het punt )2,1( e

b.  
1

0

))()(()( dxxgxfVOpp

 
1

0

2 )22(2( dxeee xx

 
1

0

2 )2( dxeee xx

1
0

2 ]2[  xx exee

)01(2 2eeee 
122  ee

Opgave 46:

a.
xx

xf
2
1

2
22

1
)( 

xxg 2)(1 
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)()( xgxf  geeft: x
x

2
2
1



122 xx
18 3 x

8
13 x

2
1x

4
1

2
1

12
1 1)(1)(  gf dus de grafieken van f en g raken elkaar niet

b. xxg p 2)( 

)()( xgxf  geeft: x
x

2
2
1



2
1x (zie opgave a)

1)( 2
1 f

1)( 4
1

2
1  pg

4
3p

dus de grafieken van f en g raken elkaar voor 4
3p

Opgave 47:

a. p
x


1
1 links en rechts vermenigvuldigen met x geeft:

pxx 1 invullen in pxxx  ln geeft:
1ln  xxx

b. xpxx  2ln
x

p
x 2
1

1 

x
xx

p
2ln 

 p
x

x  )
1

1(2

)
1

1(2
2ln

x
x

x
xx




)
1

1(22ln
x

xxx 

222ln  xxx
0ln4  xx

neem xxy ln41  optie zero geeft: 926,2x dus 25,2p

Opgave 48:
82)(  xxf
pxxg p  2)(

822  xpx
84  xp

)84(128 22  xxxxx
xxxxx 84128 222 

122 2 x
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62 x
66  xx

648648  pp

Opgave 49:
xexf  1)(
pxxg  2)(
xepx  12
xexp  21

)21(2 xx exxxex 
xx xexxxex  22 2

2xexe xx 
neem xx exey 1 en 2

2 xy 
intersect geeft: 739,0883,0  xx

572,2351,2  pp

Opgave 50:

a. 3
2

)(3 
x

xf

xxg q 2)( 

3
2

2 
x

x

xx 322 2 
0232 2  xx
011 2

12  xx
0))(2( 2

1  xx

2
12  xx (vervalt)

62ln2)2(3 f en qg q  4)2(
62ln24  q

22ln2 q

b. p
x

xf p  2
)(

xxg 2)(2 

xp
x

2
2



x
xp

2
2 

2)
2

2(ln2 2  x
x

xxx

222ln2 22  xxx
neem 22ln2 2

1  xxy en 22
2  xy

intersect geeft 711,1x dus 252,2p
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Opgave 51:

x
p

xf p  2)(

pxxg p 2)( 

x
p

px  22

22 
x
p

px

2)
1

2( 
x

xp

2
12 2





x

x
p

12
2
2 


x

x
p

2
22 12
2

ln
12

2
2 x

x
x

x
x

x
x 







neem x
x

x
xy ln

12
2

2 21 


 en
12

2
2

3

2 


x
x

y

intersect geeft: 1x
2p

Opgave 52:
12)( 22

 xxexf

x
xg

1
)( 

x
xe x 1

12 22



neem 12 2
1

2

 xxey en
x

y
1

2 

intersect geeft 280,1x (vervalt) 742,0 x
275,1q

Opgave 53:
3
1lrc

Opgave 54:

x
xf

2
1

)(  en xxg  )(

1)()(  xgxf geeft:

1
2

1
 x

x

1
2


x

x

12
1 x
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2x
4x

2)4( f en 2)4( g dus de grafieken van f en g snijden elkaar loodrecht in )2,4(

Opgave 55:
xxf cos2)( 

xxg sin2)( 
1)()(  xgxf geeft:

1sin2cos2  xx
1sincos2 xx

12sin x
 22 2

1  kx
  kx 4

1

1)( 4
1 f en 1)( 4

1 g dus de grafieken van f en g snijden elkaar loodrecht in )1,( 4
1 

1)1( 4
1 f en 1)1( 4

1 g dus de grafieken van f en g snijden elkaar loodrecht in
)1,1( 4

1 

Opgave 56:

x
pxf p

2
1

)( 

2

8
)(

x
xg 

1)()(  xgxf p geeft:

1
8

2 2


xx
p

xxp 228 

xxp 2
4
1

)()( xgxf p  geeft:

x
x

83
4
1 

324 x
44 22232 4

5

x

44 3
3

82222
2

2

2

8
4
7

4
5

4
5 y

81 222 8
1

p

Opgave 57:
a. 42)(  xxf

6)5( f dus 6
1krc

bxyk  6
1: door )5,5(

b 6
55
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6
55b

6
5

6
1 5 xy

b. 5lrc dus 5
1)(  xg

5
1

222 )2(
5

)2(
1242

)2(
1)12(2)2(

)( 












xx

xx
x

xx
xg

25)2( 2 x
5252  xx

3x 7 x
1y 3y

3216  pp
c. 8mrc dus 8

1)(  xh

4

2
42

1
224

)( 2

2

2









x

x
x

xx
xh

4
4
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